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A Miquina de Turing

E um dispositivo imagindrio que formou a estrutura

para fundamentar a ciéncia da computagao moderna.




David Hilbert

Kurt Goedel

inicio do século XX foi fértil

em transformacoes sobre nossa

visao de mundo. A fisica newto-
niana era desafiada pela Relatividade
de Einstein e pelo principio da incer-
teza de Heisenberg. Na matemdtica
isso nao poderia ter sido diferente.
Até as primeiras décadas do século
XX o mundo ainda acreditava que
todo problema matemdtico poderia
ter uma solugdo. Tal crenga ganhou
forca na comunidade cientifica com
um amplo projeto conhecido como
Programa de Hilbert, que consistia
em 23 problemas complexos elabora-
dos por Hilbert, e que, segundo ele,
todos teriam uma solucio. Desde en-
tao, as maiores mentes matematicas

do mundo vem tentando solucionar
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tais problemas, sendo que, alguns
destes ainda hoje nio puderam ser
resolvidos.

Em um congresso em Munster, em

1925, David Hilbert afirmou:

“Se existe um problema, ache a solu-
¢ao! Vocé poderd encontra-la apenas
pensando, pois nao hd ignorabimus*

em matematica’ .

* ignorabimus é uma expressao latina
que significa ‘ignorar ou ignoremos”.
Foi empregada entre fins do século XIX
e inicio do século XX, refletindo cer-
ta tendéncia académica da época em
aceitar a validade de leoremas ainda
que ndao tolalmente comprovados, sub-
metendo-se as limitagdes do conheci-
mento humano, sem almejar a solucdo
plena de determinado problema.

Para Hilbert um matematico deveria:

1- Axiomatizar todo o corpo de co-

nhecimento matemaitico (inclusive
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com objetivo de provar que todo
problema matemdtico fosse solavel).
2- Provar, por meios estritamente fi-
nitdrios, que a axiomadrtica pretendi-
da fosse consistente.

Em 1931, outro matemdtico, Goedel,
propds (e comprovou isso) que nem
todos os problemas teriam solugio.
Isso ficou conhecido como teorema
da incompletude de Goedel. Esse teo-
rema faria ruir a romdntica era posi-
tivista na matematica.

Com isso, Godel passou a represen-
tar um contraponto importante com
relagdo a Hilbert, propondo que, de
fato, existem problemas matemdrti-
cos insoluveis.

Em seu teorema da incompletude de

1931, Kurt Godel timidamente anun-

ciou que:
“Pode-se, de fato, exibir sentencas ver-
dadeiras mas que sao indemonstraveis

no sistema formal da matemdrica”.
O tnico dos presentes que imediata-
mente compreendeu a revolugio que
se iniciava foi John von Neumann.
A partir desta sentenga, os matemadticos

acabavam de ser expulsos do paraiso...

Os teoremas da Incompletude de

Godel:

1o Teorema de Incompletude: Em
todo sistema formal consistente S, com
um minimo de Aritmética, é possivel
formalizar uma sentenca U tal que U
possa ser interpretada intuitivamente
como a afirmagao de que ela propria é

indemonstravel em S..
20 Teorema da Incompletude: A
prova da consisténcia para sistemas

formais (envolvendo um pouco de

Antares. Foto de
Eder Ivan, 2012.




John von Neumann
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Aritmética, nas condigbes que Hil-
bert queria) nio pode ser formaliza-

da dentro do préprio sistema.

Qual seria a relacao destes dois ma-
temdticos com Alan Turing?

Em 1936, Alan Turing revelou ao
mundo seu brilho, pela primeira vez,
em um artigo chamado Numeros
Computdveis. Neste artigo, Turing
demonstrou que, ao contrdrio de
Godel, de fato todo problema pode-
ria ter uma solugao, desde que este
problema pudesse ser descrito com
nimeros computdveis. Para demons-
trar sua teoria, Alan Turing descre-
veu pela primeira vez na histéria, a
l6gica computacional como a conhe-

cemos hoje. Com isso, ele inaugurou
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a ciéncia da computagio, ou seja, ele
possibilita o surgimento do compu-
tador moderno.

Cada calculadora, cada celular, cada
tablet, cada processador embarcado
em fornos de micro-ondas, aparelhos
de TV, relégios, na estagio espacial
internacional, ou onde quer que
imaginemos que possa existir um
computador, tudo isso tem origem
nesse artigo publicado por Turing
em 1936.

A invengao da Mdquina de Turing
possibilitou o desenvolvimento de
inlmeras outras dreas como a com-
putacio afetiva, a inteligéncia artifi-
cial e a robética, entre tantas outras.
Todas estas, sio dreas dentro da cién-

cia da computagao. Associar a inven-

¢ao do computador com a criagio de
todas essas dreas do conhecimento
poderia ser algo natural, mas o sur-
preendente nisso tudo, é que Turing
nio apenas abriu o caminho para
elas ao inventar o computador mo-
derno, como inaugurou, ele mes-
mo boa parte dessas dreas. Turing se
aprofundou em neurociéncia e vis-
lumbrou formas de como tornar os
computadores mais inteligentes.

Vamos tentar entender um pouco
mais sobre o contexto matemadti-
co que influenciou Turing a criar o
computador. Para isso precisamos
antes compreender dois conceitos
importantes: a consisténcia e a com-

pletude.

Stock Photos ©




1936.] ON COMPUTABLE NUMBERS. 245
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D Py L. L L wk
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Any R Pw, R mf,
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None P £h
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{ R, R, R R 8hs -
not D met
R, R
%, { 8hy
not ¢ inst
{ ¢ R R 8,
not ' pey(indt, 0, 1)
{ ¢ nst
not peg(ingt, 1, 1)

sim. The machine marks out
the instructions. That part of
the instructions which eiers (o
operations to be carcied out is
marked with u, and the final m-
configuration with y. The lei-
ters z ave erased.

mE. The last complete con-
figuration is marked out into
four sections. The configura-
ration is left unmarked. The
symbol directly preceding it is
marked with z. The remainder
of the complete configuration
iIs divided into two parts, of
which the first is marked with
v and the last with . A colonis
printed after the whole. —>sf.

sb. Theinstructions (marked
%) are examined. If it is found
that they involve * Print 0 or
“Print 1", then 0: or 1: is
printed at the end.

Parte do artigo
publicado por Alan
Turing em 1936 -
Sobre Numeros
Computaveis
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Consisténcia: Uma teoria axiomdtica
* é dita consistente quando nela nio
¢ derivada uma contradi¢io, ou seja,
nao sio derivados uma proposi¢ao e
a sua negacao. Por exemplo, a teoria
das dlgebras de Boole pode ser con-
siderada consistente, pois possui um
modelo finito.Quando as regras uti-
lizadas correspondem a légica clds-
sica, se a teoria for inconsistente, a
partir de uma contradi¢io pode ser
derivado qualquer enunciado, trivia-

lizando o sistema.
Completude: Uma teoria axiomdtica
¢ dita completa se para cada proposi-
¢ao P da teoria (férmula sem varidveis
livres), ou bem pode ser deduzida P
ou bem pode ser deduzida a negacao
de P. Como exemplos de teorias ma-
temdticas completas podemos citar a
teoria dos corpos algebricamente fe-
chados de caracteristica fixa e a teoria

das dlgebras de Boole sem dtomos.
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*Na matematica, um axioma € uma hi-
pdtese inicial da qual outros enuncia-
dos sdo logicamente derivados.

Além de David Hilbert e Kurt Goedel,
outro contemporaneo de Turing foi
John von Neumann. Neumann foi
um matemadtico hingaro de etnia ju-
daica, naturalizado norte-americano.
Durante muitos anos ele foi conside-
rado o inventor do computador mo-
derno. Na realidade, ele trabalhou
junto com Alan Turing no desenvol-
vimento do computador. Entre suas
principais contribui¢oes:

Analise Funcicnal

Teoria Ergodica

Estatistica

Teoria dos Niumeros
Formalizagdo da Computacao

Descobertas paralelas - como jd

mencionamos anteriormente, no
campo da Fisica, encontrava-se em
pleno andamento o desenvolvimen-
to da teoria quintica e quatro anos
antes de Goedel, (1927) Heisenberg
divulgara seu “principio da incerteza’,
colocando um limite fisico na ex-
perimentagao microscopica direta
quando demonstrou que ou se deter-
minava a posi¢ao de uma particula,
ou se determinava o seu momento.

Estes foram duros golpes nas hipoteses

deterministicas da ciéncia de entao.
O problema da parada
Trata-se em outras palavras decidir

se um programa ¢ um algoritmo, ou

seja, um programa possui ou nao um

término. Se o niimero de dados é fi-
nito, o problema deve ser verificdvel
para todos os dados. Caso contri-
rio, é impossivel provar que ele para,
para qualquer dado do conjunto dis-
ponivel.

O problema da parada é um belo
exemplo do que um computador nao
pode realizar, pois de certo modo ele
deve decidir sobre o seu préprio fun-
cionamento. A mente humana pode
realizar tal tarefa sem se autodestruir,
o computador ainda no.

O problema da parada consiste ini-
cialmente em colocar em uma fila
infinita blocos de dados que chama-
remos de M (M1, M2, M3,...). To-
dos os computadores que ji foram

ou que serao inventados funcionam




Foto - CERN (Euro-
pean Laboratory for
Particle Physics)
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assim.. Estamos supondo que todos
estes computadores sao maquinas de
Turing (isto é usando o que se conhe-
ce como a tese de Church). Quando
alimentado com dados, cada um destes
computadores pode parar depois de pro-
cessd-lo ou entdo entrar em um loop infi-
nito, nao parando nunca.

Gostariamos de inventar um novo
computador que respondesse a se-
guinte pergunta: Dada uma mdqui-
na Mi e um nimero n, a maquina
Mi pdra quando alimentada com o
numero n? Mais precisamente, existe
um computador P que, analisando
a mdquina Mi e o dado n consegue
responder:

P ( Mi, n) serd igual a 11 (dois

uns seguidos), se a mdquina Mi pa-
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rar quando alimentada inicialmente
com o dado n.

P (Mi, n) serd igual a 1 (um dnico
1) se a mdquina Mi nao parar quan-
do alimentada inicialmente com o
dado n.

Podemos mostrar que tal computa-
dor P nao pode existir. A demonstra-
cao deste fato serd dada na forma in-
tuitiva explorando-se a auto-referéncia.
Suponhamos, por absurdo, que o
computador P existisse. Todo nime-
ro n pode ser escrito como uma se-
quéncia consecutiva de n 1’s.

E ficil construir uma mdquina M
que dobra o nimero de 1’s: o pri-
meiro destes n 1’s serd usado para
localizarmos a maquina pelo seu na-

mero na lista de todas as mdquinas

que fizemos acima e o segundo para
servir de dado de entrada para essa
mesma maquina.

Podemos acoplar trés maquinas: M,
P e uma terceira mdaquina que pdra
quando alimentado por um tnico 1
e nunca para quando alimentada por
dois niumeros 1’s consecutivos. Esta
nova mdquina com os trés acopla-
mentos tem o seguinte aspecto:
Vamos chamar esta nova mdquina,
formada pelo acoplamento das trés
anteriores de Mk. Esta é uma nova
mdquina com uma propriedade mui-
to estranha: ela pdra se e somente se
a mdquina Mn nio pdra quando ali-
mentada com o dado n (isto é, com
n 1’s consecutivos). Mas, como n é

um nuamero natural qualquer, po-

demos fazer este “vampiro” digi-
tal se alimentar do préprio sangue,
tomando-se n = k. O que acontece
entdo? Se Mk pdra entdo ela mesma
nio pdra e se ela nio pdra, entio ela

para. Essa é a contradicao. Assim, a

maquina P nio pode existir e o pro-

blema da parada ¢ insolavel.

Fota - CERN (European Laboratory for
Particle Physics) - sumulagdo de colisdo de
particulas.




Matematico e filésofo bri-
tancio, George Boole criocu
a Algebra Booleana, basea-
da na teoria de Verdadeiro e
Falso de Leibniz, que foi fun-
damental para o desenvolvi-
mento do trabalho de Turing
na computacéo moderna.

A Algebra Booleana trabalha
com o conceito de Consis-
téncia e de Completude, ou
seja, -ndo pode ter contradi-
¢éo nesta logica, ou é 0 ou
é 1, nunca 1 %2 e para cada
hipttese existern dois resul-
tados: ou a sua confirmagéo
ou a sua negacao.

Para a computagao isto se
traduz na redugao de falhas
do seu computador.

George Boole

Conseqiiéncias

Uma conseqiiéncia da indecidibili-
dade do problema da parada é que
ndo pode existir um algoritmo gené-
rico que decida se um dado enuncia-
do sobre os niimeros naturais é ver-
dadeiro ou falso. A razao para isso
é que a proposi¢ao que afirma que
certo algoritmo vai parar a cada cer-
ta entrada, pode ser convertido em
um enunciado equivalente sobre os
nimeros naturais. Se nds tivéssemos
um algoritmo que pudesse resolver
todo enunciado sobre os nimeros
naturais, ele certamente poderia re-
solver tal enunciado, mas isso deter-
minaria se o problema original para,

o que é impossivel, j4 que o proble-
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ma da parada ¢ indecidivel.
A Miquina de Turing

E um dispositivo imaginario que
consolidou a estrutura légica para
fundamentar a ciéncia da computa-
¢ao moderna.

Criada por Alan Turing, que de-
monstrou que a acdo de computar
operagoes de leitura, escrita e ex-
clusao de simbolos bindrios poderia
ser satisfeita por uma maquina que
contivesse uma fita de comprimen-
to ilimitado, com campos de entrada
de dados de tamanho definido sobre
ela e um dispositivo com um nime-
ro finito de estados, que realizava as

operagdes na fita.



|

Alan Turing - Legados para a Computacio ¢ para a Humanidade

Em 1936 foi formalizado o termo al-
goritmo: um conjunto finito de ins-
trucdes simples e precisas, que sdo
descritas com um numero finito de

simbolos.

“Qualquer processo aceito por nods
homens como um algoritmo ¢é pre-
cisamente o que uma mdquina de
Turing pode fazer” (Alonzo Church,

matemadtico).

Numeros Computaveis

A teoria foi publicada em 1936, no
artigo “On Computable Numbers,
with an Application on the Ents-
cheidungsproblem”, em resposta ao

tratamento do problema da decisao,

formulado por Hilbert.

Apesar da mdquina de Turing nio ter
sido implementada fisicamente, na
totalidade pelo seu autor, o processo
computacional foi matematicamente
demonstrado e provado neste artigo.
Turing explicitou um dispositivo 16-
gico que ele chamou de “automatic
machine” (ou “a-machine”), capaz
de ler, escrever e apagar simbolos bi-
ndrios em uma fita de comprimento
ilimitado e dividida por quadrados
de igual tamanho. Um cabecote de
leitura/gravacao se moveria em qual-
quer direcio ao longo da fita, um
quadrado por vez, e uma unidade
de controle poderia interpretar uma
lista de instrucdes simples, moven-

do-se para a direita ou esquerda. A

regra executada determina o que se
convencionou chamar de estado da
mdquina.

O conceito de mdquina de Turing é
semelhante ao de uma férmula ou
equagao.

Assim, hd uma infinidade de possi-
veis mdquinas de Turing, cada uma
correspondendo a um método de-
finido ou algoritmo. Turing propos
que cada algoritmo, formalizado
como um conjunto finito de instru-
¢oes bem definidas, pudesse ser in-
terpretado e executado por um pro-
cesso mecanico.

Formalmente a mdquina de Turing
pode ser definida como uma mdqui-

na que contém:




@ Um conjunto finito de estados
Q com um estado inicial distinto,

e Um conjunto finito de simbo-

los 2.

A interpretagio e execugio dos al-
goritmos sdo realizadas por estados
e uma funcao de transicio determi-
na o novo contetido da fita. Desde
modo, por restricao imposta ao al-
goritmo, pode-se alterar o contetdo
de apenas um quadrado por vez ou
movimentar a cabeca, no mdximo
uma célula em qualquer diregio. E
permitida também a utilizagio de
qualquer conjunto finito de simbo-
los para o alfabeto 2, mesmo que a

defini¢io original tenha insistido em

% = {0,1}. Esta mudanca nio tem

impacto sobre a defini¢io do con-
junto de fungdes computdveis pela
mdquina.

O que torna uma mdquina de Tu-
ring capaz de executar uma tarefa é
a tabela de regras de transicao que
compdem o programa da mdquina
e um determinado estado inicial. O
conjunto de instru¢oes conhecidas e
processadas pelo médulo de contro-
le finito, como podemos observar na
figura a seguir.

e é relacionado abaixo:

* IMPRIMA O NO QUADRADO QUE PASSA
PELA CABECA

e IMPRIMA 1 NO QUADRADO QUE PASSA
PELA CABECA

e VA UM QUADRADO PARA A ESQUERDA
s VA UM QUADRADO PARA A DIREITA

e VA PARA O PASSO i SE O QUADRADO
QUE PASSA PELA CABECA CONTEM 0

Computabilidade & Mdquina de Turing

Gontrole Finito

e VA PARA O PASS0O | SE O QUADRADO
QUE PASSA PELA CABEGCA CONTEM 1

= PARE

Por exemplo: uma computagio pode
ser representada por trés estados, no-
meados s0, s1, s2 e com algumas ins-

trugoes formalizadas no Algoritmo 1:

1 {SO,],SO,»}
2. {50 ,0,sl ,.1}
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s - O B
4, 181 8. 82 .}

As duas primeiras instrugoes (linhas
1 e 2) descrevem o que acontecerd no
estado s0. Hd duas possibilidades: na
primeira, a mdquina faz a leitura de
um digito ‘1’, movimentard a cabeca
para a direita e permanecerd no esta-
do s0.

Na segunda, se for lido um digito ‘0’
a mdquina deixard o estado s0, en-
trard no estado sl e escreverd o digi-
to ‘1’ nessa transicao. As instrucoes
descritas nas linhas 3 e 4 mostram o
que acontecerd no estado s1, ou seja,
se for lido o digito ‘1’, a mdquina
movimentara a cabega para a esquer-

da e permanecerd no estado sl. Se

for lido o digito ‘0’, a cabega serd
movimentada para a direita e a md-
quina passard para o estado s2.
Como nao hd instrugoes definidas
pelo algoritmo no estado s2, a ma-
quina pdra a sua execug¢ao (condigao
de parada) ao atingir este estado.
Quando estamos interessados em
examinar o comportamento de uma
maquina de Turing, ¢é eficiente re-
presentarmos a mdquina usando um
diagrama de estados. A Figura 2 re-
presentada o conjunto de instrugoes

neste formato visual.

(1,>>)

Na figura anterior, os estados sao
representados por circulos, com um
circulo duplo identificando o estado
inicial. Uma transi¢ao é representada
por uma aresta ou arco proveniente
de um estado pal‘a outro ou para (6]
mesmo estado. As arestas sao rotula-
das por pares (simbolo, a¢do), cons-
tituido primeiro pelo simbolo que
deverd ser lido e depois, pela agao
que deverd ser executada com a tran-
sicao. Os simbolos pertencem ao al-
fabeto X e a acdo serd o simbolo a ser
escrito, ou ainda « ou », indicando
um movimento para a esquerda ou
direita.

Em nosso exemplo, temos uma md-
quina que calcula o sucessor de n,

como uma execu¢do simples para




fins meramente demonstrativos.

Assim, o estado inicial da fita repre-
senta o nimero n e apds executar a
sequéncia de passos, ele ird parar na
configura¢ao padrao que representa

o numero n +1.

Uma possivel execu¢ao é demonstra-
da na figura seguinte:

Na atualidade ¢ fécil relacionar um
programa de computador com uma
maquina de Turing e a tarefa me-
cinica de interpretagdo e execugao
obedecendo ao algoritmo. Assim, a
mdquina de Turing Universal incor-
pora o principio essencial do com-
putador: uma mdquina simples que
poderd executar qualquer tarefa bem

definida,

desde que especificada

Computabilidade & Mdquina de Turing

(153)
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como um programa apropriado.

Turing provou que para qualquer

sistema formal existe uma mdquina
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de Turing que pode ser programada
para imiti-lo. Era este sistema formal
genérico, com a habilidade de imi-
tar qualquer outro sistema formal, o
que Turing procurava essencialmen-
te. Tais sistemas chamam-se Mdqui-
nas de Turing Universais. O légico
matemdtico Alonzo Church chegou
a definir: “Qualquer processo aceito
por nés homens como um algoritmo
¢ precisamente o que uma mdquina
de Turing pode fazer”.

Em abril de 1936, Turing mostrou
seus resultados para John Von Neu-
mann em Princeton, quando os
computadores, no sentido moderno,
ainda nao existiam. Turing criou os
conceitos e a fundamentagao mate-

mdtica, que nove anos depois seria

a tecnologia utilizada para materia-
lizar os primeiros computadores ele-
tronicos, com grande participagao
de Neumann, ou seja, a transforma-
¢ao da légica de suas ideias abstratas
em engenharia real. Durante este pe-
riodo de tempo, Turing retornou a
Inglaterra e a ideia viveu apenas em
sua mente. A correspondéncia entre
instrucoes légicas, a agio da mente
humana e uma mdquina, que pode-
ria ser fisicamente construida, foi a
contribuicao definitiva de Alan Ma-

thison Turing.

Foto: Luis Lamb




Computabilidade & Mdquina de Turing

-

‘
]
L1
e




Alan Turing - Legados para a Computagio e para a Humanidade

llustracéo de Jim Wicked, representando
a magquina de Turing.

Y ALAN TURING, 1912 -1954

Maguina de Turing feita com um kit de pecas de
Lego, desenvolvida por bolsistas do PET da Com-
putacdo da UFRGS. Foto: Andre Furtado.
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